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TENSOR ENERGIA-IMPULSÃO ENTRÓPICA 


RESUMO 


Tendo induzido que, à escala relativista, os fenômenos 
térmicos são devidamente interpretados admitindo a exis- 
tência de um momentum associado à «energia ligada» do 
sistema, é introduzido um novo d-vector (4-vector impulsão 
entrópica) e um novo tensor (tensor energia-impulsão entró- 
pica). Como consequências do formalismo proposto, salien- 
tam-se: a expressão relativista do segundo princípio da 
termodinâmica e aexpressão de Einstein generalizada para 
os sistemas com dissipação. Além disso, admitindo-se a in- 
variância da entropia (Planck), mostra-se que a tempera- 
tura se transforma como uma massa e não como um volume, 


1) INTRODUÇÃO 


Não quisemos deixar de corresponder à amável 
e honrosa solicitação da «Técnica», no sentido 
de reproduzir nas suas páginas a dissertação 
apresentada no concurso para Professor Cate- 
drático de Física I do I. S. T. No entanto, afi- 
gurou-se-nos mais pertinente proceder à publi- 
cação de uma série de artigos nos quais se 
procurará salientar os aspectos mais importantes 
da nossa tese. 


Como se sabe (!), a física, como todas as 


(') V., por exemplo, A. Einstein : «L'évolution des idées 
en physique» e «Comment je vois le monde» (Flamma- 
rion-Paris) : Louis de Broglie: «Continu et Discontinu en 
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ANTÓNIO SALES LUÍS 
Prof. do 1. S. T. 


por 


SYNOPSIS 


After having induced that, from a relativistic point of 
view, thermic phenomena can be correctly interpreted by 
assuming the existence of a momentum connected with the 
«bound energy» of a system, the author introduces a nem 
d-vector fenthropic momentum) and q new tensor (enthropic 
energy — momentum tensor ). 

Às a consequence of this jormalism, the relativistic 
expression of the second principle of thermodynamies and 
Einstein's expression generalized to dissipating systems 
are presented, 

Furthermore, assuming the invariance of the enthropy 
(Planck), it is shown thot the temperature :s transformed 


like a mass, not like a volume, 


ciências da natureza, progride por duas vias di- 
ferentes: 

— por um lado, a experiência que permite des- 
cobrir e analisar um número crescente de fenó- 
menos, de factos físicos; 

— por outro lado, a teoria que permite agrupar 
num sistema coerente os factos conhecidos e 
orientar a investigação experimental na pesquisa 
de novos factos. 

Assim, a Física Teórica é desenvolvida com 
base em conceitos livremente criados pela mente 
humana. Dos factos conhecidos tenta o físico 
teórico induzir «princípios» a partir dos quais 


Physique Moderne» e «Matiêre et Lumiére». (Éditions 
Albin Michel. Paris). 
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deduz, por uma via puramente lógica, conse- 
quências que devem ser confirmadas pela expe- 
riência; basta que uma (e uma só) dessas con- 
sequências se revele em desacordo com os factos 
experimentais para que se torne necessária a re- 
visão dessa teoria. 

A tese apresentada situa-se no domínio da fií- 
sica teórica (*). Após uma revisão crítica constru- 
tiva da termodinâmica clássica e uma análise da 
sua repercussão quer no enunciado da apelidada 
lei de Joule quer no domínio do electromagne- 
tismo relativista, induziu-se que os fenómenos 
térmicos, à escala relativista, devem ser perti- 
nentemente interpretados, admitindo a existência 
de um momentum associado à energia ligada do 
sistema. Deste modo, introduziu-se um novo 
4-vector, que se apelidou 4-vector impulsão en- 
trópica, e um novo tensor, que se apelidou tensor 
energia-impulsão entrópica. Por uma via pura- 
mente lógica, deduziram-se consequências as quais, 
afiguram-se-nos, são coerentes com os factos fií- 
sicos conhecidos. 

No presente artigo, vamos introduzir esses 
novos tensores e analisar as consequências, re- 
servando-se para artigos futuros a exposição da 
análise crítica da termodinâmica macroscópica 
bem como a análise mais detalhada e completa 
do conteúdo físico da nossa tese. 

Os meios considerados são supostos destituí- 
dos de magnetização permanente e não-ferromag- 
néticos; além disso, considera-se que são pouco 
dispersivos (:u=1). O sistema de dimensões 
utilizado é o sistema Gauss. Por cutro lado, uti- 
lizam-se as coordenadas : 


x = í 
x = y 
7 = É 
T* == ie 


em que o tempo é considerado um comprimento 
imaginário; consequentemente, são idênticas as 
componentes covariantes e contravariantes de 
um tensor. 


2) 4- VECTOR IMPULSÃO ENTRÓPICA 


Considerando que o transporte de entropia 
resulta apenas do movimento dos sistemas ele- 


me mao 


(') Sales Luis «A Expressão Relativista do 2.º Princi- 
pio da Termodinâmica» — Tese (1965). 


98 


mentares (!), define-se o 4-vector 6º pela equa- 
ção : 

4) 2 

e — p ade 


s 
Ç 


u” (1) 


em que Tº e $º estão reportados ao referencial 
próprio. As componentes escrevem-se : 


TS 
c 


G1,2,3= Ux,y,z (2) 


, 


G = TS (3) 


em que, de acordo com as leis de transformação 
de um 4-vector, é: 
1º Sº 
T$= ==" 


V1- : 


2 
ç? 

Como se vê, a quarta componente é, à parte 
o factor i/c, a energia ligada TS. As componen- 
tes espaciais representam as componentes ordi- 
nárias do momentum linear entrópico. No refe- 
rencial próprio é: 


(4) 


E, 2,3=0 (2a) 


(3a) 


o que, em parte, explica o motivo por que, à 
física clássica, não se revela a existência deste 
momentum. O módulo vale: 
o CoY2 
Ge|t=— Wes (1b) 
e 
3) DENSIDADE ENTRÓPICA E ENTROPIA 
ESPECÍFICA 


No referencial próprio, a entropia por unidade 
de massa (entropia específica) escreve-se: 


Es 


m q 


(5) 


q — 
5 nm == 


e a entropia por unidade de volume (densidade 
de entropia) : 


S* = (6) 
Dº 


(1) Temperatura uniforme (Eº ==) e sistema em equi- 
líbrio térmico com o exterior, 
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sendo mº e v”, respectivamente, a massa própria 
e o volume próprio de um sistema elementar, 
suposto fisicamente pequeno. Então, como: 


mº 


a (7) 
Vi- 
pp = pl Vis (8) 


resulta para um referencial equivalente: 


T Sm = o — É (fi E ia (9) 
m 
e 
TS T's 
Tue Ta ci (10) 
l— a 


c 


tendo tido em conta a lei de transformação (4) 


4) TENSOR ENERGIA-IMPULSÃO 
ENTRÓPICA 


Por definição o tensor energia-impulsão entró- 
pica é: 


sº ="— uu (11) 
o que, atendendo a (10) e às componentes do 


4-vector velocidade, evidencia serem as suas 
componentes representadas pela matriz: 


g” == Sax Sxy Dé rãs TsUux 
Syx Syy Syz e Ts Uy 
12 
Sex Szy Sez e Ts U> ( 
i i i 
-— TsUs -— "| &Uy — Tsu, — 1 5 
[a 3 C 
em que: 
Ts 
Skk = — Us Uk (12 a) 
Ç 
Sw = e Ux Uj = Si (12 b) 


Ed 


O tensor é simétrico. Aparte o sinal, a densi- 
dade de energia ligada é igual à componente S; 
desse tensor. A teoria da relatividade sugere 
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definir a densidade de corrente da energia entró- 
pica por: 
> = Tsu 
s 


e uma densidade de impulsão entrópica por: 


(12 c) 


jG=——=— U (12d) 


A primeira verificação a que devemos subme- 
ter a validade deste tensor é que a lei de trans- 
formação da componente Ti deve conduzir 
a (10): 


Fácil é de ver que assim é. Na verdade: 


e ; 2 A ai É . 
su ( —) Pt ql ya, 
VA, am (58 Ç? 1 — Bº c 
(ata) ro 
Vil—p? 
ou 
fá = e) 
ç2 
— = = Ts 9 (13) 


Mas da lei de transformação da quarta compo- 
nente do 4-vector velocidade, sabe-se que: 


(14) 


pelo que, substituindo (14) em (13), se obtém: 


u? / u? 
1 (1 —— )=": (1 jm 1º sº (15) 
ul 


Ç 


como se pretendia. 

A segunda. verificação é que a quarta compo- 
nente da divergência deste tensor deve estar re- 
lacionada com a produção de entropia. Na ver- 
dade, de (12), resulta que: 


c 
e da a dy + 
3 dx 

o(- Tau.) 

E C ' d— (Ts) 
dz icdt 
) 
= | div (Teu) + UA ati | 


ou, como a temperatura é uniforme: 


SE 
qué: 


8 dx 


T div (su) + TE ps ST 
de Ta 


(16) 


A equação clássica do segundo princípio es- 
creve-se: 


To=T É 4 Tdiv (su) (17) 


o que, comparado com (16), evidencia haver 
identidade entre essas expressões, àparte a úl- 
tima parcela do segundo membro de (16): 
dT 
5 
dt 


No caso particular que estamos a considerar, 
essa parcela é nula, pois o sistema está em equi- 
líbrio térmico com o exterior ; consequentemente, 
a identidade é perfeita. 

Em face do exposto, podemos, então, afirmar 
que a quarta componente da divergência do ten- 
sor energia-impulsão entrópica representa, áparte 
o factor — 

L 
dução de entropia por unidade de volume e de 
tempo: 


, à quantidade T c em que 7 é a pro- 


JS ? ] 
ps RE 


rs c ta 


dx 


Como a produção de entropia é essencialmente 
não negativa, resulta de (18) que (!): 


(19) 


dSg” 
icY—— «0 
o! dx 


expressão esta que traduz, de uma forma cova- 


riante, o enunciado de Prigogine; o sinal de 


(!) Considera-se que T é essencialmente positiva. 
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igualdade verifica-se para transformações rever- 
síveis. 


5) EXPRESSÃO RELATIVISTA DO SEGUNDO 
PRINCÍPIO DA TERMODINÂMICA 


Da física relativista, sabe-se que, no caso de 
um sistema estar electrizado e imerso num campo 
electromagnético de tal modo que as forças de 
natureza electromagnética são as únicas forças 
aplicadas, se verifica a relação: 


a pn (ME 
neo AI z( a 


fg 
3 0x 


dxp 


| pb 
ot, ) (20) 


. tensor energia-impulsão mecânica 


. tensor energia-impulsão electromagné- 
tica 
J ... 3-vector densidade de corrente 


E* = Et À [uAB] 


Do estudo crítico realizado, concluimos que a 
quantidade (].E*) está relacionada com a produ- 
ção de entropia 7, por unidade de volume e de 
tempo, pela relação: 


To = (1.€*) (21) 
Então, atendendo a que: 
j ado JR 
(RE) == (PR) V [= = (22) 
vem: 
Te = Tº 6º PE me La (23 
V1 E ) 
Por outro lado, substituindo (21) em (20) 
obtém-se : 
om; . dT; 
——To=V + + 24 
Te Ds tos) 0 


Então, atendendo a que o tensor S: satisfaz à 
relação (18): 


[4 S, ) 
Y =— Tao (25) 


diasad d xo 
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resulta que : 


SO m+ti+s)=o (26) 
7 0 xº 


Apelidando, então, tensor de energia-impulsão 
total a soma desses três tensores, verifica-se 
haver conservação da quarta componente do 
tensor energia-impulsão total. 

A equação (26), complementada pela condição 
expressa pela equação (19), constitui a expressão 
relativista, proposta, do segundo princípio da 
termodinâmica. 

O tensor energia-impulsão entrópica foi intro- 
duzido em ligação com um conjunto de restrições 
impostas ao sistema e ao meio. No entanto, a 
natureza da propria exposição sugere que a va- 
lidade da equação de definição (11) é geral, assim 
como a da equação (18); obviamente, a produção 
de entropia inclui, no caso geral, a densidade de 
actividade dos diferentes campos aplicados. 


4) COMPONENTES ESPACIAIS DA DIVER- 
GÊNCIA DO TENSOR ENERGIA-IMPUL- 
SÃO TOTAL 


Como se sabe, se os meios forem pouco dis- 
persivos (t» = 1), o tensor energia-impulsão elec- 
tromagnética é simétrico e, consequentemente, 
compensam-se as componentes espaciais da di- 
vergência dos tensores energia-impulsão electro- 
magnética e mecânica: 


oTÉ om) 
Z “q a ia 
5 dx (a == 1,2,3) 


(27) 


Os factos expostos induzem haver conservação 
do tensor energia-impulsão total: 


3 e (TEAM +88) = 0 (28) 
der a z 

B 

(a =1,2;3,4) 


pelo que: 


P 
> oS, abi 


B dy 


(4 =1, 2, 3) 


(29) 


isto é, na hipótese considerada (meios pouco dis- 
persivos) há conservação da densidade de im- 
pulsão da energia ligada. 

A equação (28) revela que a união formal dos 
princípios de conservação da impulsão e da ener- 
gia que a teoria da relatividade faz prever e que 
já havia sido estabelecida no caso do vácuo e da 
teoria dos electrões, é, com o tensor energia-im- 
pulsão entrópica, generalizada para o caso da 
matéria ponderável. 


7) LEI DE TRANSFORMAÇÃO DA TEMPE- 
RATURA 


Admitindo, então, com Planck (!) a invariância 
da entropia: 


S = S' == Sº 
da equação (4): 
rj dai 2-0 
ué 
Va à 
resulta que: 
bd — — To 


/ . 30 
Vis (30) 


Quer dizer, a temperatura transforma-se como 
uma massa o que, afigura-se-nos, é mais coerente 
que a lei apresentada por von Laue e Tolman, 
segundo a qual a temperatura transforma-se 
como um volume, 


(1) — M. Planck, Berl. Ber (1907) 542 e Ann. der Phy- 
sik 26 (1908), 1. 
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Por lapso, a primeira página deste número da «Técnica» escapou à revisão, pelo que aparecem 


nela diversas gralhas. 


Pelo facto apresentamos as nossas desculpas. 
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C. D. OU. 624.341,5/9 


ELEMENTOS SOBRE A PRODUÇÃO E O CONSUMO DE ENERGIA 
NA REDE ELÉCTRICA NACIONAL ** 


I -Breve nota mensal 


O regime de Outubro apresentou-se muito acima da 
média por efeito das elevadas precipitações registadas 
ao longo do mês, as quais atingiram cerca do triplo dos 
valores normais. As afluências ao conjunto de todos os 
aproveitamentos, exceptuados os do Douro, situam-se 
na zona dos regimes extremos, sendo a respectiva 
probabilidade de serem excedidas da ordem dos 4º/,; 
a probabilidade de as afluências à totalidade do sis- 
tema produtor serem excedidas é, porém, superior 
(da ordem dos 7º/,), 0 que resultou de grande parte 
das afluéências naturais do Esla, durante o mês de 
Outubro, ter ficado retida na albufeira de Ricobayo. 
O coeficiente de produtibilidade hidroeléctrica do mês 
atingiu 1,84. 


[1 — Elementos gerais (GWh) 


| a) Mensais 


| 1965 | 1966 


Variação 
o. 


eee em 


2958,9) 4205,1 
592,8 5,0 
3331,2 42101 


Produção hidráulica (Ph)... E 
Produção térmica (Pr ).... — 
Produção total (PT). ..... | + 
Energia recebida de empresas | | 
não pertencentes ao RNC (Er) 19,5] 28,14 44 
Exportações (Ex)... ..... 60) 14,4 —- 
Importações (1) . .......0.. 441,5 3,0 — 
Saldo importador (31). ..... + 4:58 — 11,4 — 
Consumo em bombagem (Cp).. 6,8 45,7 + 
Produção para con- | 

sumos perman. (Pep)(!).. 
Produção para con- 

sumos não perman. (Pcnp)... 
DORBE nato as RS 6 à 
Coeficiente de hidraulicidade | 


3390,6 3530,5 + 4,1 


382,6 649,8 + 67 
3786,0 42968 + 12 
0,74) 1,49 ps 


NOTA 
(1) A produção para consumos permanentes (Pcp) é determinada 


Pep = Pr + E + Si— Cb—Penp 


pela seguinte expressão ; 


II —Diagramas de carga dos dias característicos 


| 4.* feira; 


| 1966 1966 
Produção hidráulica (Ph) MWh| 14275 15074 
Produção térmica (+) MWh 0 () 
Produção total (PT) MWh| 14275 15074 
Trocas com f Export. (Ex) MWh 30 610 
Espanha | Import. (1) MWh 80 30 
“Consum em bomb. hidroel. (Cb) MWh | O | U 
Prod. para cons. perm. (Pp) MWh| 11960 12981 
Prod. para cons, não perm, (Penp) MWh| 2365 | 1513 
TOTAL Pr (I-Ex) MWh| 14325 14494 
psp máx.  MW| 7.68 789 
selp. LE otência min. MW 864 | 37% 
br TH OD | Geiliz. da ponta horas 18,7 18,4 
Se | Factor de carga 0,18 0,7% 
33 Potência max. MW| 668 | 73 
ãs p Potência min. MW, 26] “85 
- = Utiliz. da ponta horas | 17,9 17,7 
| Factor de carga 0,75 0,74 
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OUTUBRO 


33-DIAGRAMAS DE CARGA DOS DIAS CARACTERISITOS Pryell-End-Cy 


Albufeiras: E ade 


GWh | a (1) 

Alto Rabagão ...... | 093,1 71,2 
FU S scams 165,1 74,2 
Venda Nova « va vw os «| 19,1 d3 5 
Salamonde , . ... SE “3,2 | 84,1 
Di E 31,2 94,3 
Vi Guns sz à | 00 | “0 
CAM suspensas ks 158,2 46,6 
Castelo do Bode. . ..,..| 116,0 71,2 
Guilhofreil . cs «uu E 0,2 62,7 
Lagoa Comprida . . . ... 11,0 (2) 26,2 
Santa Lusa = cus asas 32,1 98,1 
FRA é His nam sa 9,9 76,7 
POA css mus PR 4,4(3) 24,0 
Total | Com A. Rabagão . . .| 1369,7 65,0 
sem A. Rabagão . . .| 676,6 59,1 


NOTAS 


(1) Coeficiente de enchimento em energia das albufeiras. 

(2) Inclui 1,6 GWh armazenados em Vale do Rossim no início do. 
mês e 3,3 GWh no fim do mês. 

(3) Inclui 1,8 GWh armazenados no açude do Poio no início do mês. 
e 1,9 GWh no fim do més. 


(*) Elementos extraídos das estatisticas mensais do Repar- 
tidor Nacional de Cargas (R. N.C,). As produções e 
os consumos das empresas do R. N. €. representam: 
cerca de 940/, dos totais do Pais, 


TECNICA N.º 365 


GUINDASTE DE 


50 t/30 m 
20 t/48 m 
6t/53m 


EM SERVIÇO NOS NOVOS 
ESTALEIROS NAVAIS DE LISBOA 


(LISNAVE) 


A MAIOR UNIDADE 
TOTALMENTE 
PROJECTADA E 
CONSTRUÍDA 
ATÉ AGORA EM 
PORTUGAL 


PONTES ROLANTES, GUINDASTES E 
APAR. DE ELEVAÇÃO ESPECIAIS 


TURBINAS HIDRÁULICAS 
TURBINAS A VAPOR 
CALDEIRAS A VAPOR 


EQUIPAMENTOS E INSTALAÇÕES 
INDUSTRIAIS 


Projecto e fabrico 

Fabrico segundo licença de A. C. M. de Vevey, 5. A. 
Fabrico segundo licença de Brown Boveri, Cie. 
Projecto e fabrico segundo licença de Foster Wheeler, Co. 


CONSTRUÇÕES METALOMECANICAS MAGUE :... 


ALVERÇA DO RIBATEJO- PORTUGAL 


TECNICA XII 


e[-MA E [om dug-loigo InF-ldie 
[o cigor-No--N md foiidlo/o--[6 [= 


E que viver sem ela seria impossível! Hoje constitui 
uma fundamental na vida quotidiana. O telefone, a rádio, 
a televisão, são alimentadas por ela. 

De noite as cidades iluminam-se e a vida torna-se mais 
confortável graças à energia produzida por alternadores. 


SECHERON PORTUGUESA, fabricante Nacional 
de grandes máquinas eléctricas rotativas 


TECNICA XIV 


VIGAS EM 


RESUMO 


Cálculo de flechas de vigas em consola, de eixo rectili- 
neo e momento de inércia constante ou variável, através da 
consideração de vigas encastradas num dos extremos e 
apoiadas no outro, o qual sofre um deslocamento vertical, 
Cálculo das flechas atraves do método geral, considerando 
também o caso de vigas de eixo circular, 


Com o nome de «consolas» designam-se as 
vigas encastradas num dos extremos e livres no 
outro. 

Tais vigas constituem sistemas isostáticos, apre- 
sentando-se a seguir tabelas aplicáveis a estas 
vigas incluindo a indicação das expressões para 
cálculo das flechas no extremo livre B em diver- 
sas hipóteses. 


1 — CONSOLAS DE EIXO RECTILÍNEO E 
MOMENTO DE INÉRCIA CONSTANTE 


A tabela 1 considera várias hipóteses de carga, 
sendo a flecha fp no extremo livre B determi- 


nada pela seguinte expressão figurada, fazendo 


Rei Rep: = 0; em que Rp3 = — e fg não 


C.D.U. 624.072.2 


CONSOLA 


por J.S. BRASÃO FARINHA 
Engenheiro Civil 


SYNOPSIS 


The caleulation of the deflection in cantilever beams 
with rectilineal axis and constant or variable inertia is 
accomplished by considering a beam with one of its extre- 
mes fixed and the other freely supported, this latter suffering 
a vertical displacement, 

Itis also used the general method to caleulate deflections, 
the case of circular axis beams being considered, 


donde se tira 


l 
fg = P— 
PO SEI 
Exemplo 2— No caso da carga P concentrada 
3 
em B será Rpi =P donde fg = EE 
3EI 


2 — CONSOLAS DE EIXO RECTILÍNEO E 
MOMENTO DE INÉRCIA VARIÁVEL 


O princípio atrás referido é naturalmente apli- 
m E Ip 
E 


cável, sendo Rpz = — - fg em quem é um 


número variável com o caso particular de va- 
riação de 1. Será possível encontrar tabelas que 
indiquem os valores de Rps e Rpz para algumas 


depende da hipótese de carga, indicando as «Ta- 
belas Técnicas» o valor de Rpi para muitos tipos 
de cargas actuantes. 


Exemplo 1 — Para uma carga p uniformemente 
distribuída ao longo de todo o vão (caso 4 da 
3ElI 


| 


tabela 1) será = pl— 
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hipóteses correntes de variação do momento de 
inércia de vigas de secção rectangular, como as 
apresentadas por P. Charon em «Le calcul pra- 
tique des constructions à inertie variable». Neste 
livro se colheram os elementos com que foi ela- 
borada a tabela 2, onde se indicam os valores de 
m que permitem o cálculo imediato das flechas 
na extremidade livre das consolas consideradas 
nessa tabela. 
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O método geral para a resolução destes ca- 
sos é traduzido pela expressão 
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TABELA 1 


Vigas em consola 
(Momento de inércia constante) 
REACÇÃO DE APOIO R 


FIPO DE CARGA MOMENTO FLECTOR M 
FLECHA TF 


TIPO DE CARGA 


RAP: Mg: -Pa 


Esforço normal itrocção! 
F-Psenyf (poror<a) 


3 
eSer catoy 
fas-Pepe! 3! -abeitay 


E: M,:-Po 
Ms:=-Plo-z) pro 1<o 
M,:0 poror>o 


ta. PAIO) 
SEL. 


Ra:P 


Ra z pl 
M,=-5 ta)? 


pl? 
dé 2 
p 


8 


[+ 
[ 
Ra :pb 
Myz-PP(200b) 
2 


ss 
(9-3 [eric a = (c4-2%)] 


REACÇÃO DE APOIO R 
MOMENTO FLECTOR M 
FLECHA TF 


Ra: ! 


Ma: - 82 (2b+ 3a) 


; EI (2073. 1001?, 67) 
120E7 


l 
[2 x 
Mas Ea (2p, P,) 


fa = Cppellpa [+ 
120 EI 


Ra £ po 
My:-PE (Za b) 
a 


Pl tal eb) 
fa sem ( é 


poraboioa 
a d Ea 


Ras: piavrb/ 
Ma: E eb) 


fo:s2m Dr -2a (21 -a)-a3] 


Mac-M:Ms (paro «<0) 


MszOíparo r»a) 


f, : Mo . 
8º SEI (to+2b) 


em que M é o momento das cargas aplicadas e 
m é o momento em relação a qualquer secção da 


viga devido a uma carga concentrada P' = 1 na 


É qa si “Mm d secção em relação à qual se pretende determi- 
o El nar a flecha, e com a direcção desta. No caso 
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ii mad 


de dificuldade de resolução do integral, existe 
sempre o recurso à integração numérica. 


Exemplo 3 — Determinar a flecha na extremi- 
dade de uma consola de secção circular, variando 
linearmente o diâmetro entre o valor máximo no 
encastramento e o valor mínimo no extremo 
livre. 


Na hipótese de carga P concentrada a flecha 
na extremidade B determina-se como segue 
M=—P(l—x) 
m=—(|—x) 


Entre x=0 e x=1 
Ao longo da viga 


teremos 


LP Pl, sa 
o E Ix 4 


fg = — 


Re=RA= i (Ra — Re) = RA (1— kx) 


em que 


= Ja (1 — kx)* 
P (Il (Imx) 
fp TS — comam eee 
Ela J. (1 — kx)* 
RP. co (l-y x)? |= 
Ela L3(kl—1) (1. — kx)º 
me EE ME ge. 
3Ela Rs “ER 


Exemplo 4 — Considerar, no exemplo anterior, 
a actuação da carga uniformemente distribuída. 
: I— x)* 
Será agora M=— Alim 


donde 


! m=—(|—x) 


p L(I—x) 


3 — - -— —e 


2 Ela o (1 — kx)* 
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(I— x)? 


=— E mM | 2 (1-x)? 
ZEla |3k(1—kx)* 


2k? (1 — kx) 


I—x 1 | 
E (L—kx) o 8a Md) 


= em [lom (1-t0) 4 E + 


+ +Ik | = 


Nota: Os exemplos 3 e 4 e alguns mais rela- 
tivos à consola de altura linearmente variável 
incluindo a secção circular oca são apresentados 
e resolvidos por Alfio Seni em «Le calcul dês 
flêches des consoles à section variable», Beton 


Armé n.º 22, Março 1960, 


3 — CONSOLAS DE EIXO CIRCULAR 
E MOMENTO DE INÉRCIA CONSTANTE 


O momento flector é determinado isostática- 
mente, e os deslocamentos da extremidade B são 
calculados pela expressão atrás indicada no $8 2, 
que é válida quando as dimensões transversais 
da viga são pequenas em comparação com o raio 
de curvatura da linha média da viga. 

As expressões a seguir deduzidas são aplicá- 
veis quaisquer que sejam os valores de « e de 
e indicam valores simplificados para duas hipó- 
teses limites x == o (extremidade livre B na hori- 
zontal do centro O do arco de circunferência eixo 
da viga) e y=-90º (encastramento A na ver- 
tical de 0). 

É de notar que cada secção S da viga defor- 
mada sob acção das cargas aplicadas sofre um 
deslocamento oblíquo com duas componentes, 
vertical fy e horizontal fy. A componente f, é 
considerada positiva quando é medida para 
baixo e fx é positiva quando é medida no sen- 
tido do centro 0. 


TABELA 2 


Vigas em consola com esquadro 
(Secção rectangular) 


Variação do momento de inércia 


Hipótese de corgo p Flecha em &B (Secção rectangular ) | 
á 8 f z BU. ta sa õ 
| 


méE la 


025 | 030 | 035 | 04 | 045 | 050 | 060 | 07 | 080 | 090 | 100 


488 | 586 | 71 | 475 | 1803 | 2400] 
663 | 542 | 640 | 763 | 918 | tHI7 | 1273 | N710 | 2757 | 4640 | 0156 
55 | 529 620 [737 | 870 | toé3 | 1267 | 1539 | 2349 | a67 
ces | 512 | 596 | 652 | 809 | 953 | 1136 | 1346 | 1926 | 2761 
css | 500 | 576 | 683] 1050 | 1220 
432 | 490 | 560 | 640 

427 | 482 5466 | 622 
422 | «mm | 535 | 606 
614 | 462 516 | 579 
«07 | 452 | 502 | 557 
402 | «42 | 488 | 538 
393 430 em | 515 
202 | 414 | a4O | 606 | 552 | 562 | 604 | 647 
388 438 
266 <05 
339 | 352 356 378 “82 
329 | 339 | 348 358 427 
320 | 328 | 334 | 340 | 346 | 351 | 257 | 261 | 3270 | 37 | 383 
212 | 230 | 322 [225 328 | 337 | 236 | 237 | 362 | 346 | 350 
| 206 | 308 | 310 | atz 


1285 
1134 


1616 
1383 


164 
150 


413 
186 


466 
416 


Variação do momento de inerca 
Ftecha em B 


(Secção rectangular ) 
p E E 
fa E E fede ta cai '8 
mE ig ue ia 


[= [e=[5=[ex[5 [ee [5x [en [ce [0a [o [oo [oe [oa [oe [rm 


800 | 963 | 1210 /1522/ 1952 2528] 3335 464! pa 0768 127293/3125 | 9876 | 4980 78950 
800 | 96! | 1166 | 142511756 2108 )2755 3509: per 5003 7762 1383/2481 4109 5855 7167 
800 | 956 | 1150 | 1391 | 1698 | 2092 259? 3246 4009 5194 | 6628 | 1082 1725 | 2531! J29é 3866 


800 | 945 | 1126 | 1350 | 1623 | 1973/2295 2921 | 3908 4435 5422 BOM! MST | 1516 | 1842 2104 
200 | 96r | 1109/1320] 1570 | 1083 | 2256 2713 3267 3956 414 6669 4926 | 1123 1322 | 75 
800 | 936 1096 | 1295 | mn [sed 2555 3030 | 3588 6240 | 5763 [7463 | 9111 | 1047 1155 
800 | 930 | 1047 27] 692 | 1753 | 2062 | 222 2067 | 3339 | 3873 | 5107 | 6639 | 268! | 711 | 9544 


| | | 

800 | 926 | 1075 | 1256 | 14.59 | 1599 | 1909 |2312 12695 JB (3586 | 4626 5702 | 6676 | 7509 | 8158 
| 
| 


| 
800 


919 11059 1222 | 1400 | 1618 | 1060 | 2142 2455 27866 3162/1921 4704 SI00 5955 6276 
800 
— gm ge eee me ra em meme 


915 | 1046 | 1196 | 1366 | 1559 | 1773 | 2015 2274 | 2559 205! 346! 4060 4543 4969 529! 
000 | 908 | 1032) m76 1127 | 1502 | 1690 | 1903 2127 | 2368 2515 | 3107 | 3566 3969 4290 (4547 


800 | 900 | té | MID 1277 | 14301 1593 | 1763 | 1951 | 21e8 2336 | 2715 | 3062 | 3349 | 35803 | 3770 


800 | 090 | 908 | W96 212 | 1337), 1666 | 1600 | 1738 | 178 | 2015 2278 2502 |2695 | 2842 | 2968 
800 | 677 | 950 | 029 | mtz| 120! | 1286 | 1272 | 1687 | 1546 [0619 | 1762 tas2 | 1980 |2082 | 2123 
800 | 860 | 920 [977 nao | n0o | mes | tera | 12% 1330 | 1379 1465 | 1535 | 1595 | 1662 | 1682 
800 | 046 | 092 | 937 | 98" | 1027 | 1065 | MO9 | 1143] 000 | 121 | 1266 | 1310 | 1346 | 1977 | 0! 
800 | 835 | 070 | 907 | 93% | 963 | 996 | 1019 | 1065 | 1077 | oa7 | 1126 | mesa | 11.97] 193 | 1206 
400 | 625 | 849 | 870 | 095 | 915 ed 9251 | 965 | 962 | 992 | 1015 | 1031 | ros6 | 1055 | 064 


000 | 047 071 065 | 060 073 092 | 890 | 098 | 907 | 916 | 928 | 937 | 946 | 952 | 957 
800 | 407 B!é | 821 827 , 0632 235 | 044 | 064 | 850 452 05? | 062 | 566 | 466 | 857 


Exemplo 5 — Determinar a flecha na extremi- PI" PE 
dade livre Bd la AB, send ão d à MA DOR o CE 
vre a consola , Sendo a secção da 24,98 El; 1,6 Ela 
viga rectangular de altura linearmente variável 
entre hi ==:28 qué ha=E30 cu Exemplo 6 — Considerar, no exemplo anterior, 
a actuação duma carga uniformemente distri- 
: buída p 
| 10 ' ? 
Teremos —— = [| —— == 0,064 ; A = == 1,0 Teremos agora fy = E a 
Ia 25 l 78,02 Els 4,99 Elas 
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3.1 — Dada a facilidade com que se calculam 3.2 — Actuação da carga vertical P na extre- 


os momentos flectores, apenas se refere um caso, midade livre B 
o da actuação da carga uniformemente distri- 
buída segundo o arco de circunferência. Nesta Quanto ao deslocamento da extremidade B, 


hipótese a resultante das cargas entre B e S de  tomemos em 1.º lugar a hipótese de actuação 
de uma carga vertical P. 


s Considerando além de P, que define a expres- 

| são de M, a actuação de uma carga vertical P'=-1 

/ 1 

fi em B a qual define m, resulta 
| 
| 


M=— Pr (cos «— cos 7) 


| 
à a! e B m==— r (cosa-cos 2) 
FNAS gu gil 
E ei ' 
e A 
0 ED 


ângulo ao centro (2 —a) passa pelo centro de 


gravidade G do arco BS e vale gr (> — «) sendo 
q a carga por unidade de comprimento do arco. 


9 x 
r sen — 
OG = 
ai Teremos para valor da componente vertical 
à do deslocamento de B 
— o É A 
a gm o = | * (cos «cos 7)? do = 
OD = ——————— cos ç + ) EL Jd «a 
isa 2 Pr 1 
) = [4 costa t Sa) + 
EI 2 


+ me (sen 2y—sen 24) — 


Resulta | 
2— a — 2 cos « (sen Y— sen x) ] = 
r sen É Pini 
: = —— 1+2 ! a 
Ms =— gr? (p— «) —— enegço Se: EI | 2 ( + cos ) + 
' E = sen (cos y — 4 cos a) + 
>< cos (2 cos 2 | == 3 E 
+ — sen 24 
4 
? 16 ua TO 
E e |: 2 ao 2 — (v—a)cos7 |== "a que corresponde, no caso de ser z =0. 


, Prº 
=— qr | sen v—sen «— (v—a) cos | f'sB == Pr id + sen 24— 8 sen 4) 


e no caso de ser Y==90º 


No caso de ser «== o vem: Pp [ 
fp = agr | €—20) (1+2 cos*z) —8 cos « + 


Ms = — gr [sen 7 — 9 cos 7] 


e para 7 == 90º vem: +3 sem Ze 
Ms =— qt ( É SOR É ) Para calcular o deslocamento horizontal con- 
sideramos agora a aplicação da carga horizontal 
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Q==1 em Ba fim de determinar o valor de m 
e vem 


M=—Pr(cosa—cosvy);m==—r(senv—sena) 


Pr py 
fa=""— | (cos «— cos 7) (sen v— sen a) d q 


tl z 
donde se tira 


3 
fp = —— |- cos « (cos y — cos x) — 
El |. 


1 
— (vy— a) cos « sen «a — — (sen? y— sen? a) + 
2 
+ senz(seny—sen a) |] = 


q 
r 
a [cos « (cosa — cos 'y) — (4a) sen « cos «— 


é y 
ES (sen?) + sen?a) + sena sen! | 


Para x=- 0 vem 


i Prº 1 
AN [1-cosy— A sen! y 
EI 2 


e para y = 90º 


di EPIL o» % 
Ep = — Cos* x — E a )sen a cos DÊ em 
RF” 2 / 


— sen? a + sen | 
3.3 — Actuação da carga horizontal Q na ex- 
tremidade livre B 


No caso da determinação da componente hori- 
zontal do deslocamento de B 


M=— Or (sen v—sen 4) 
m=—r (sen ?7—sen a) 


ds=— rd» 


NO 
Ni 


fxp = er (* (sen v— sen x)? do = 
El Ja 


qa; E | E (y— a) — 


à (sen 2 Y—sen 2 «)+ 
LI 4 
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+ (bY—a) sen? «+ 2 sen « (cos Y— cos o | e 


ms 
EI 


| (v— a) = + sen?a )+e sen a— 


1 3 
= sen V) cos y — a SR a cos « 


Esta expressão para «=-o toma o valor 


; Qr 
f x. = 
2EI 


E — sen Yy cos !y 


e para y = 90º 


ke Or'[ / = á 
fap="—-|(— —al(1+2sen'z)—-3senz cosz] 
2EI | 12 


/ 


Na determinação de fyp introduz-se uma força 
vertical P=-1 para achar m, 


M=—Qr(senv—sena) ;m==—r (cos a-—cos 2); 
ds =rd? 
3 
fys = id = (sen 2 — senz) (cos «—cos 7) dv 
o 


| cos «a (cos « — cos ij É — (sen? y— 
EI 2 


—sen?a — ( —a) sena cosz + sena (sen'y —sen x)= 


Qr 


mi; | cosz (cosz — cos'v) — (y —a) senz cosz— 
1 2! 3 
— — (sen*y 4 sen" a) +-sen « sen y 
2 


Para «== 0 teremos 
3 1 
f',B == li (1—cos y — — sen? v) 
El 2 á 


e para y = 90º 
a Qr 
f Es = 


2x 
cos . 


-— :) sena cosa — sena (sena —1) | 


3.4 — Actuação de uma carga uniformemente 
distribuida p no vão 


Teremos nesta hipótese, para cálculo de fy, 


2 
r 
M= = É (cos x— cos 1)? 
2 
b = — r (cosa — cos 7) 
ds = rdy 
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= — r (seny— sena); ds = rdy 


pr” [4 : 
fxB = nei (cosz«— cos 7)? (sen 72 — sen «) dy = 


= a|- (y—a) sena (+ + cos?) — 
2 El 2 


— cos? x cosy— — cos* y + 


1 
+ costa — e sena (sen2b — sen 24) — 
donde resulta 
— cos « (sen?y — senta) + | 


h | 
fyB = 2 Ma a — cos 9)º dy = + 2 sena cosa (sen y — sena) | 


2 EI 


le —a)costa—3costx(seny— sena) + expressão que, para «=, dá 


4 
1 1 PF n= rs E -— 2 ol y — cos y — sen? v] 
+ 3 cosa] > (4-2) — A (sen 2y—sen 22)— 2E1I/ 3 3 


1 e para :y == 90º 
na (cos?y seny — costa sen 2) — 


“ pr 4 3 ua 
2 f BD] — | — C05' & — 27 *)x 
— 5 (seny — sena) | = 2E113 2 


1 1 
h vie 2 PRA 3 2 
né Es [4a cos x (costa + 5) — Eae A + cos e) à RS a 


— (sen y — sen «) e + 3 costa) im 


+ 2 sena cos « 


3.5 — Actuação da carga uniformemente dis- 


3 
a cosa (sen 2y — sen 24) — tribuída q segundo o eixo da viga 


pesa (cos? 'y sen'y — cos? a sen? 2) Conforme se indicou em 3.1, 
3 


Para «== 0 resulta 


is 1 
Foo — E fem sen [e sen?) — 
y EI | 2 ? + y 3 y 


— — cos | — a) | 


e para v == 90º 


E 
E; = pr (5) cosa (> + costa ) — 
2EI 112 2 M=—qr[senz — sena — (» — «) cos 9] 
— 4 0 sena) — costa( + sena — m=—r (cos a — cos 2) ds = rd? 
1 i fm — SE [sena — sena (9-0) cos 9] >< 
- a ra + 3] EI ' 
q [Las 
XxX (cosa—cosvw d="—-|— (“— a) — 
Para a determinação de fx vem ) d: EI F * 
, O a 
M= -— E. (cos « — cos 2)? ; —cos? a — e sen? « a (y a)—a sen «>< 
2 
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1 
cos « — 2 cos a cos y — a sen? y—:y sen «x 


><cos «-!-sen x sen Y—: sen « cos a—:! sen '! cos a 


1 
+ q vsenz 4 + o Send Tr core men hm 


(4 4 
— — sen 2 y 
ido? 
Esta expressão, para «x == O transforma-se em 
a ES 15 
yo = SE k E + — —Dcos 4 — 
EI | 4 8 


1 1 
— — sen? by — U sen y + — U sen? y + 
2 d 
1 
+ — cos? v| 
8 E 
e para '/ = 90º transforma-se em 
"LES * 15 
yn = MM E ( — x) — cos* q — 
8 
a— (= + a) sen « cos « — 


“a |. é) Eué 6.4 sa é 


Para a determinação da componente horizon- 
tal da deformação temos agora 


= — r (sen > — sen 42) 
e vem 


od 
r Y 
fxB = de | (sen? —senzx —1 cos7-+a cos) >= 


Yv 

x (sen 7 — sen «) dy = 

3 9 
2 (poa) — 

4 4 


gr 
EI 


| 
sen « cos « — >» 
2 
3 
x (Y—a) sen?! + 3senacosy— — sen 2) + 
8 


+ (y— a) sen? a + (by — a) sen a sen | 


Para «== 0 vem: 
a = 1 

= 4 — — 4 sen? | — 2 senst y 
4 2 8 


Para > = 90º será: 


[5 /z 9 
Et = = FR ( — ) — — gen «cos « 
ELI A NE 4 E 


+ (4 o) sena 


No 


3.6 — Actuação do momento Mp em B 


Teremos, para determinar a componente ver- 
tical fy p 


M=-—Mp;m=-—r(cosa—cost); ds=-rd? 


A 


N 


N 

N 

- N / 
ro, A 

/ 
0 
fys = Mp | “(cos «— cos 3) do = Mer >< 
EI sa El 


x [(bL— 2) cos «— sen: + sen a] 


Esta expressão, para “7 ==o toma a forma 


2 
Ea = pe Me (v — sen '4) 


9 
= + My | (5—2) cosa —1+senz | 
/ 


Para a determinação de fys 


M=-— Ms; m= r(senv—sena); ds=rdy 


] 
“(senv—sena) do= 


ÉxB 


Me tê [º 
“eu 


z 


Mep r* [| 
pe, a | —cos 4 + cosa (42) sen «| 


Para «==0 
9 
[s = a Mp (1 — cos 
B E B ( y) 
e para ') = 90º 


r2 
ai =— — Mô 
EI 


à E 
cos a — (* — a sen «x 
f 2 ) | 


3.7 — Exemplo 7 — Calcular os deslocamentos 
vertical fys e horizontal f,;s do extremo B de 
uma viga circular de raio r, perfeitamente encas- 
trada em A e solicitada em B por uma carga P 
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O novo Nível automático 
de engenheiro 


WILD NAK 2 


com circulo horizontal 


ja dimo, 


HEERBRUGG 


Para nivelamentos de média e grande precisão, 
com micrómetro de lâmina de faces plano- 
-paralelas para nivelâmentos de grande precisão. 


Erro médio para 1 Km de 
nivelamento duplo: + 1,5 mm 


Erro médio para 1 Km de 
nivelamento duplo com micró- 
metro: + 0,4 mm 


Luneta de 30 >< de aumento 
com imagem direita de obser- 
vação , 
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formando o ângulo O com a vertical. Decom- 
põe-se a carga Pem X=Psenl; Y=Pcosº 
e aplicam-se as expressões deduzidas em 3.1 
e 3.2. 


Será para «== 90º, 4 = 180º 
TE of AP eo 


>< 
EI ,” EI 2 


fyB = 
3 
ME té ol (sen 0 + — JE ) 
2 El 2 


Ap e (E =) mm 


4 


EI 2 EI 


3 / 
NR A - | PE —2) sen 6 + 5 cos] 
4 2 


Exemplo 8 — Determinar a flecha na extremi- 
dade da viga curva de aço indicada na figura, 
sendo a secção da viga 0,12 m >< 0,12 m donde 
— 2x 12% 

12 

sen 15º = 0,25882 


I = 1.728 cm* 


cos 15º = 0,96593 
Px == 450 XX 0,96593 = 435 kg 
Py = 450 x 0,25882 = 116 kg 
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Teremos para v == 150º = 2,61799 rad, «== 0º, 


E = 2.100.000 kg/cm2, sobrepondo os casos 3.2 
e 3.3. 
a 116 x 254º 
 4><1.728>< 2.100.000 


>< (6 x 2,61799 — 0,86603 — 8X 0,5) + 


435 X< 254º 
2>< 1.728 >< 2.100.000 


1 
x (1-+ 0,8660 x — >< 0,5?) = 4,8 cm 
2 


116 x 254º 
1.728 X< 2.1000.000 


pad ( 1 + 0,86603 — a >< 05º) + 


o 435>x 2548 
2>< 1.728 > 2.100.000 


>< (2,61799 + 0,86603 >< 0,5) = 3,9 cm 


A grandeza do deslocamento de B, cujas com- 
ponentes são 4,8 cm e 3,9 cm é 


d = Vas + 3,9? = 6,2 cm 


m 


SEMANA DE ENGENHARIA ELECTROTÉCNICA 
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Dia 17, Sexta feira 
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MÉTODO GRÁFICO ANALÍTICO PARA A DETERMINAÇÃO 
DAS SOLICITAÇÕES EM MACIÇOS DE DUAS ESTACAS 


RESUMO 


Apresenta-se um metodo gráfico-analítico que permite 
obter rápidamente os esforços actuantes nas estacas tendo 
em conta a deformação do sistema, 

Como método gráfico, evidencia as modificações de 
geometria mais convenientes para se obter a solução sa- 
tisfatória. 


1 — INTRODUÇÃO 


A escolha da geometria mais conveniente, tanto 
do ponto de vista de esforços como económico, 
a dar a um maciço de duas estacas é um problema 
frequente para o projectista e nem sempre de 
rápida solução. 

O sistema estrutural formado por um maciço 
solidarizando duas estacas é, como é sabido, nor- 
malmente hiperestático. O mesmo é dizer-se, que 
é necessário mobilizar nas estacas, momentos 
flectores ou esforços transversos ou ambos, si- 
multâneamente, para que o sistema seja estável 
para uma dada solicitação exterior. Para a de- 
terminação dos esforços actuantes nas estacas 
é necessário considerar a deformação do sis- 
tema. 

Considere-se o sistema representado na fig. 1. 
Tal sistema só será estáticamente determinado se 
R passar em P, intercepção dos eixos das estacas 
e, se se admitirem, além disso, certas hipóteses 
simplificativas. 

O problema posto é então a determinação das 
solicitações nas estacas, no caso geral; a solici- 
tação R, em módulo e posição, e a localização e 
inclinação das estacas serão quaisquer. 

Existem métodos de cálculo, o de Vesic, por 
exemplo, que permitem a resolução do problema. 
Simplesmente, é sempre desejável dispor de mé- 
todos que permitam obter rápidamente uma so- 
lução, mesmo aproximada, cuja verificação final 
pode então ser efectuada por um método cujas 
hipóteses sejam mais precisas no entender do 
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Engenheiro Civil 


SYNOPSIS 


This paper presents a method of design giving easily 
the forces along the piles in groups of two piles. 

The method proposed gives with the axial forces also 
moments and shear forces at the top and other sections. 

The method is particulary usefull for obtaining the 
type of foundation more satisfactory. 


projectista. Os métodos gráficos são particular- 
mente expressivos, adaptando-se bem à pesquisa 
de soluções. 


Fig. 1 


2 — ESTACAS SOLICITADAS NA CABEÇA 
SOMENTE POR ESFORÇOS NORMAIS 
E TRANSVERSOS 


Considera-se, nesta hipótese, que as ligações 
das estacas ao maciço não absorvem momentos. 


3 


Os esforços na cabeça das estacas serão então 
Ta e NA na estaca À e Tp e Ng na estaca B, 
fig. 2. 

A verificação de segurança de fundações sobre 
estacas é feita, normalmente, pelo método de 


Como se referiu, para que um sistema de duas 
estacas seja estável não é, normalmente, possível 
considerar somente os esforços axiais. Sob a 
acção duma solicitação exterior R o sistema de- 
formar-se-á mobilizando esforços transversos e 


SP,=17t 
SQ,=5St<TR 


Fig. 2 


Nókkentved [1], baseado nas três hipóteses se- 
guintes : 


1 — As estacas são articuladas na cabeça e na 
ponta ; 

2 — A componente axial do deslocamento da 
cabeça da estaca é proporcional à solici- 
tação suportada pela estaca; 

3 — O maciço é indeformável. 


Estas hipóteses não serão aqui analisadas, nem 
tão pouco as limitações do método quanto à de- 
terminação da segurança efectiva duma fundação. 
Ver a tal respeito [2], por exemplo. 


114 


momentos compatíveis com o sistema e com o 

solo e necessários ao equilíbrio de conjunto. 
Neste estudo mantém-se a hipótese 3) de 

Nokkentved a que se juntam as duas seguintes: 


1— A deformação axial das estacas é muito 
pequena quando comparada com a defor- 
mação transversal do sistema. Esta hipó- 
tese é intuitiva e está de acordo com en- 
saios de casós correntes; 

2 — Às estacas comportam-se como elementos 
elásticos encastradas em meio também 
elástico. Admite-se ainda que o meio é 
uniforme e o mesmo para ambas as esta- 
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cas e que estas são longas no sentido da 
teoria dos elementos elásticos fundados 
em meio elástico. 


Nestas hipóteses, sempre que R não passe 
por P (fig. 2) o sistema roda em torno de P até 
mobilizar esforços Ta e Tp, função das caracte- 
rísticas elásticas das estacas e do solo. 

Os componentes axiais (Na e NB) assim como 
a sua resultante passarão por P. 

Demonstra-se, que (*): 

Ka B 


T= .0 (1) 
2 bb 


em que 

K — é o coeficiente de compressibilidade do 
solo (kgf. cm?) ; 

b — é a largura da estaca, normalmente o seu 
diâmetro (cm); 

à — o deslocamento transversal da estaca na 
cabeça (cm); 
/. 

É = V ZEj —º inverso do comprimento 

elástico (cm-!); 

k — K.b (kgf. cm); 

E — o módulo de elasticidade da estaca (kgf. 
cm?). 

I — o momento de inércia da estaca (cmf*) 


É possível escrever: 


da ==0.la e dp = 0.1 (2) 
sendo: 

la e lg as distâncias PA e PB e 0 a rotação 
de conjunto. 


Tem-se, então: 


(3) 


Admitindo uma dada geometria para o sis- 
tema, são conhecidos la, lg, ba, bp, Ba, Ép 


TA 
—— , de (3). 
TB 

Geralmente as duas estacas serão ou circula- 
res ou rectangulares, com o mesmo diâmetro 
ou lado, de que resulta : 


[4 4 . 
e é possível determinar 


ia (4) 


(*) — Ver, por exemplo, referências |3), [4] e [5). 
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[4 


Frequentemente, é 
Ta = B&B. 
Duma forma geral pode escrever-se: 


ainda la = Ip e, então 


Tm (5) 
n 
com n dado por (3) ou (4). 


É agora possível resolver o sistema gráfica- 
mente sem dificuldade. 
As etapas são as seguintes: 


a — marca-se numa escala escolhida, Ta; 

b— marca-se Tp =n. Ta; 

c — compõe-se Ta e Ts obtendo-se Tr; 

d — une-se a intercepção 5, de Tre R, com P; 

e — decompõe-se R nas direcções PS e Tr; 

f — a resultante Tr, dada por SQ1, fornece a 
escala real de Ta e Ts, e, portanto, os 
seus valores; 


g — decomposto SP nas direcções das estacas 
obtém-se Na e Ne. 


Conhecendo os esforços nas cabeças das esta- 
cas é possível determinar Te M nas outras 
secções (ver Cap. 3). 


Exemplo, (fig. 2) 


Seja : 

R = 20,0 tf. 

la = 0,88 1g (tirado da fig. 2) 
será: n = 1,14. 


Traçando, por exemplo, T'a == 1, será T'p = 
= 1,14 e obtém-se Tr = 2,1. 

Traçando, a partir de 5, R=- 20,0 tf e decom- 
pondo, obtém-se SP;=17,0 tf e SQ=5,0 tf. 

Será então: 


Ta = 5,0:2,1==2, 4 tf 
Te=1,14x2,4=-2,7tf 


Marcando SP, a partir de P e decompondo, 
tem-se: 
Na == — 25,0 tf (compressão), e 
Ng == + 14,0 tf (tracção) 


3 —-ESTACAS SUBMETIDAS SIMULTÂNEA- 
MENTE A N, TEM 


Considera-se, neste caso, que as estacas estão 
submetidas, na cabeça, a esforços axiais N, es- 
forços transversos T e momentos M. 


Wm5 


Dado que se admite a indeformabilidade do 
maciço e encastramento perfeito das estacas no 
maciço as rotações entre a cabeça das estacas e 
o maciço serão nulas. 

Sendo To e Mo os esforços na cabeça das esta- 
cas demonstra-se que as rotações resultantes de 
To e Ms, são dadas, respectivamente, por: 


2 B? 4 [3 


donde: 
(6) 


« 
| " E 
Ss 
A 
| | 
ELO 277 oa 
MBj Tam ANTA 


tm e eme mem mm 


Ds 


Todas as construções gráficas feitas na fig. 2 
são válidas desde que se desçam as linhas de 


1 
ê| ==. 


2a 2 
Conhecendo Ta e Te obtém-se Ma e Mg a 
partir de (6). 
Para Na e Ng não há problema novo. 


acção de Ta e Tp da grandeza 


depende naturalmente das 


A grandeza 


características das estacas (diâmetro e módulo 
de elasticidade) e do solo. Como ordem de gran- 
deza indica-se 100/150 cm. 


NA=-30,0t1 
NB=+19,0t1 
TA=TB=-0,5x70=3,5t1 
MA=MB=3,5x1,1=3,9tfm 


Fig. 3 


A interpretação gráfica de (6) é tácil e permite 
resolver o problema graficamente como anterior- 
mente. 

De (6) conclui-se que a linha de acção de T 
não passa em 4 e B, como no caso anterior, 


mas sim a uma distância abaixo daqueles 


pontos; isto é, metade do comprimento elástico. 


6 


Exemplo, (fig. 3): 
Seja 
R = 20,0 tf 
b == 50 cm 
K =2,0 kgf.cm”* 


E = 200000 kgf.cm”* (admite-se uma carga 
de grande duração). 
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la =-1B 
será 
n=1 
p= V— =) 2><50 aÃ 
4.E.l V 4><200000>< 300000 220 
E == 110 cm 
2/5 


A resolução gráfica fornece 
To = 3,5 tf e, de (6), 
Mo = — 


A To= —3,9 tf.m 
26 

Nókkentved verificou, fazendo diferentes hi- 
póteses sobre os graus de encastramento de es- 
tacas, que os esforços axiais dependem em muito 
pouco dos momentos flectores e dos esforços 
transversos. 


Me =— Mo| 2 F: (Ex) — E (fx) | (8) 


Te=Fs (x) To—2 Fa (x) Mo (9) 


T=T | E Bo) + E (6 | (10) 


Para Mo ==0, caso do exemplo da fig. 2, tem-se: 


My = | E (6 | T (11) 
Tu= | Es (fx) Im (12) 


Para facilitar os cálculos, os valores das ex- 
pressões [ |] de (8), (10), (11) e (12) apresen- 
tam-se no quadro seguinte para x até 1,0. 


o 8 BX 
[ ] : Ei 0,0 0,2 
a 
[2 E — Ei] — 1,000 | — 0,639 
[Es + E] 1,000 0,803 
[Es] 1,000 0,640 
[Es] 0,0 0,163 


0,4 0,6 0,8 1,0 

— 0,356 = 0,143 a 0,009 temia 
0,617 ] 0,453 as |  ádõê 
0,356 Guta — 0,009 -— us 
0,261 | 0,310 0,322 ms 


Esta constatação tira-se facilmente do presente 
estudo. Com efeito, analisando a fig. 2 ea fig. 3, 
verifica-se que SP; não se afasta muito de R e 
que o facto da linha de acção de Ty descer de- 
vido ao momento Mo tem também pouca in- 
fluência em SP,. 


Conhecendo Mo e To na cabeça da estaca, é 
possível determinar os esforços transversos e os 
momentos nas outras secções aplicando a teoria 
das vigas elásticas fundadas em meio elástico. 

Sendo x a distância da cabeça da estaca à 
secção em estudo, é: 


jm = Es (ex) To— E (6x) Mo (7) 
ou 
iu = [2 Fa (6x) — Fi (69 | (7) 
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Na fig. 4 apresentam-se os valores de Tx e My 
em várias secções das estacas, dos dois exemplos 
apresentados. 

Da análise desta figura verifica-se que: 


1 — os momentos My são pequenos se Mo é 
nulo ; 

2 — em ambos os casos Tx é rápidamente de- 
crescente, o mesmo sucedendo a My se 
Mo =E 0. 

3 — à parte problemas de flambagem, as sec- 
ções mais solicitadas serão, normalmente, 
as secções de encastramento nos maciços. 


4 — CONCLUSÕES 


O método proposto permite determinar rápi- 
damente os esforços M,N e T na cabeça das es- 


n7Z 


EP MM MO 
E DA 


39 tkm 3I5tf 


300m == sa i 
Estaca A (Ex; 1) Estaca À (Ex; 2) 
B=1/220 B=1/220 
Ta= 2,4! TA= 3,5t! 

Ma=00tf.m MA = 39tfm 


Mx = [Fo (8x) TA 


Tx= [Fa (Bx)]TA 


Mx = Ma [2 F2(0x)-Fy(0x)] 


Tx=T[F3(0x)+ Fo (0x)] 


Fig. 4 


tacas e depois os valores correspondentes nou- 
tras secções. 

Esta facilidade permite ensaiar rápidamente 
diversas soluções e escolher uma. À solução es- 
colhida poderá, segundo o critério do projectista, 
ser ou não verificada por outro método. 

O método pode, naturalmente, ser aplicado a 
casos de maciços de mais de duas estacas em 
que a sua geometria e as solicitações permitam 
assimilá-los a maciços de duas estacas. 

O estudo apresentado não tem em conta a 
estabilidade transversal dos maciços; tal estabi- 


n8 


lidade deve ser sempre assegurada por meios 
convenientes, linteis de rigidez, por exemplo. 
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Material fabricado nas nossas oficinas, pronto para expedição 


Fabricação de aparelhagem eléctrica de alta e baixa tensão 
Equipamentos electromecánicos completos para centrais e fábricas 
Postos de transformação tipo monobloco 
Quadros blindados, capsulados e em armário 
Armaduras de iluminação de todos os tipos 
Contadores eléctricos e instrumentos de medida 
Telemedida e telecomando 

Instalações elevatórias de água 

Instalações de saneamento e esgotos 
Ferramentas de corte 

Motores Diesel industriais e maritimos 
Fogões eléctricos 

Frigoríficos 

Ventilação e condicionamento de ar 
Aparelhagem de Raios X e electromedicina 
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Tensão de segurança 4.000 Kgf / cm? | 


AÇOS DE ALTA RESISTÊNCIA PARA BETÃO ARMADO 


que pelacficiência técnica ce económica « que conduzem, são 
um indispensável elemento na modernos construção civil 


Para qualquer obra em betão armado cossulte: 


DIAL — GABINETE TÉCNICO | 


R. DO INSTITUTO INDUSTRIAL, 18-1.º Dr,“ 
TELEFONES 671224/5 e 673785 - LISBOA 


BATEÁIAS RN À 
 ESTACIONÁRIAS 


OFICINAS E LABORATÓRIOS | 


INSTITUTO SUPERIOR TECNICO 


' Às oficinas pedagógicas do Instituto | 
Superior Técnico, de CARPINTA- 
RIA DE MOLDE, de INSTRUMEN- | 
TOS DE PRECISÃO e de ELEC- 
TROTÉCNICA, fornecem todo o 
género de material escolar e de de- 
monstração para o ensino técnico. 
Nos laboratórios de QUÍMICA 
ANALÍTICA, FÍSICA INDUS- 
TRIAL E DE MINERALOGIA 
executam-se análises para o público 


Para quaisquer informações, dirigir-se ao secretário 
da comissão executiva 
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CG. D. U. 624.394 


CÓDIGOS SEPARÁVEIS OU ÚNICAMENTE DECIFRÁVEIS, 


PRIMITIVOS OU 


RESUMO 


Os primeiros problemas dos códigos para canais dis- 
cretos, a primitividade e a separabilidade, são repensados 
com as novidades de forma que exprimem a diversidade de 
temperamentos. Todavia, a forma que se dá, por fim, à con- 
dição Suzilard-Kraft parece ter mais do que uma vantagem 
sobre a tradicional, e merecer uma menção especial, Outro 
tanto acontece, talvez, com a alternativa que se propõe para 
o procedimento de Sardinas e Patterson, Todas as outras 
novidades são triviais, 


1. CÓDIGOS PRIMITIVOS 


O estudo matemático dos códigos (!) é susci- 
tado pela procura de correspondências convenientes 
entre conjuntos de mensagens e, por exemplo, 
conjuntos de números naturais nas suas repre- 
sentações em numeração escrita. O seu primeiro 
objecto, como estudo matemático, não é, porém, 
nem o estudo das correspondências, nem o es- 
tudo das mensagens, mas o estudo de conjun- 
tos C de números escritos, a que chama códigos. 
Um código binário, por exemplo, é um conjunto 
de representações binárias de números naturais. 

A orientação do estudo é definida por critérios 
de preferência, ou excelência, correspondentes a 
performances numéricas associadas aos diversos 
códigos. A intervenção de princípios de extremo, 
conduzindo a problemas de optimização, aparece 
naturalmente. Certos condicionamentos intervêm 
assumindo a forma de critérios de admissibili- 
dade, transpostos inicialmente dos problemas 
exteriores para a matemática, critérios que ex- 
cluem códigos e delimitam as classes F de códi- 
gos que se aceitam como objecto de estudo. 

Um código pode também ser lido como um 


(1) Este artigo é o primeiro capítulo da Quarta Parte, 
Complementos, de Teoria Matemática de Informação, motas de 
um curso da Direcção dos Serviços Técnicos dos CTT, 
em publicação. 
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IMEDIATAMENTE DECIFRÁVEIS 


por GUSTAVO DE CASTRO 


Matemático 


SYNOPSIS 


The first problems of codes for discrete channels, unique 
and instantaneous deciphrability, are thougth anew with 
new forms to be expected, Yet, the last formulation of the 
Szilard-Kraft condition seems better than the traditional 
one and deserve mention. The same is, perhaps, true of the 
procedure given instead of the one by Sardinas and Patter- 
son if, of course, there is any difference, 


conjunto de palavras construídas com as letras 
de um alfabeto. Conjunto de números ou con- 
junto de palavras são, pois, duas representações 
de uma entidade mais abstracta que é objecto 
da teoria; os nomes de seres matemáticos serão, 
pois, escolhidos nas línguas mais particulares 
em que se fala de conjuntos de representações 
de números, em numerações de base b, ou de 
palavras construídas com os b símbolos de um 
alfabeto. Evitam-se, deste modo problemas da 
organização matemática que corresponderiam à 
estrutura daqueles seres. 

Uma medida importante da performance de 
um código é a média ponderada L dos compri- 
mentos das suas palavras, onde o comprimento 
de cada palavra é o número das suas letras (ou 
dos algarismos do número); um código será 
mais curto que outro quando o comprimento 
médio das palavras for nele menor. A preferên- 
cia vai geralmente para os códigos mais curtos: 
um código será preferível a outro quando for o 
mais curto dos dois. A ponderação pode ser 
feita com probabilidades num jogo de acaso 
sobreposto ao código (e naturalmente motivado 
por uma natureza probabilística da fonte de 
mensagens, todavia ausente da teorização dos 
códigos). 

Exemplo de restricção na admissibilidade é o 
caso em que se consideram sômente os códigos 


N9 


de palavras de certo comprimento, fixado ou 
não; outro, o dos códigos onde os comprimentos 
das palavras não excedem um número dado. 
Qualquer condição de admissibilidade delimita 
uma classe de códigos que se rotulam com um 
adjectivo; os códigos regulares são os em que 
as palavras têm o mesmo comprimento. 

Uma classe importante de códigos é a dos 
códigos de palavras separáveis (sem palavra de 
separação), ou códigos separáveis, de que vamos 
ocupar-nos. 

Chama-se mensagem codificada num código, 
ou só mensagem, a uma sucessão de palavras do 
código. Quando não podem existir sucessões 
distintas onde as primeiras letras sejam iguais, 
bem como as segundas e as de qualquer ordem n, 
o código diz-se separável ou únicamente decifrável 
(as motivações do interesse por esta classe de 
códigos está bem patente na escolha das designa- 
ções). O código (0:1) é separável, ou única- 
mente decifrável; o código (0:01), também. 
O código (0:01:001), não é separável visto 
que a sucessão de termos O, 01 e 001, se não 
distingue da sucessão de termos 001 e 001. 

O código (0:1) diz-se primitivo porque ne- 
nhuma das palavras é derivada da outra, nenhuma 
palavra é prefixo noutra. Todos os códigos pri- 
mitivos são separáveis; (0:01) é um código sepa- 
rável que não é primitivo. 

Quando a cada palavra x; de um código se 
associa o seu comprimento |, e um peso w; 
obtém-se um conjunto de termos (xi, li, wi) a 
que se chama um código ponderado. Se os pe- 
sos w; não são negativos e somam a unidade, 
chama-se-lhes probabilidades e representam-se 
preferivelmente por p;. O código onde os pesos 
são probabilidades chama-se código distribuído; 
a sucessão p; chama-se a distribuição do código 
ou a distribuição da probabilidade no código. Os 
códigos uniformemente distribuídos são os em 
que a distribuição é uniforme. Pode, pois, falar- 
-se da classe dos códigos com a mesma distri- 
buição e, tendo-se definido entropia duma dis- 
tribuição, pode falar-se da classe dos códigos 
distribuídos com a mesma entropia. Assim, de 
cada terno (palavra-comprimento-probabilidade), 
o segundo elemento entra no cálculo do compri- 
mento médio L do código, o terceiro no cálculo 
da entropia H. 

Quando num código ponderado se tenha 
Wi > w;, 1, O código diz-se ordenado. Salvo 
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menção em contrário os códigos que se vão con- 
siderar são ordenados. 

Sejam os códigos binários, isto é, os conjun- 
tos C de representações binárias de números 
naturais. As palavras desses códigos são repre- 
sentáveis pelos pontos de ramificação de árvores 
dicotómicas, como a da Figura 1.1, onde os pon- 
tos da linha k correspondem às possíveis pala- 
vras de k letras. Os ramos não cortados são 
os que irão passar por uma palavra do código; 
os ramos cortados, não. Na árvore de um código 
primitivo pode, pois, apagar-se o ramo que sai 
dum ponto palavra, e reciprocamente, quando 
subindo de um ponto palavra se não atinge 
nenhum outro o código é primitivo. 


RO RO RD AL AD AD QL 
tã 23 qr é) Q ) 8) 


O 1 /) 


é) 


Figura 1.1 — Arvore de um código binário primitivo 


Chamemos fórmula de um código a sucessão 
dos números de palavras de comprimentos 
1,2,...,k,... que se representará por 


(ia, Biggs + Mp) 


cada código tem uma fórmula. Mas, dado um 
símbolo destes, que chamaremos sempre fórmula, 
em que condições haverá um código que lhe 
pertença? 


A condição necessária e suficiente para que a 
fórmula (n,, no,..., nx) pertença a um código 


“ . . 2 Nk 
binário é, evidentemente que ny <. 2K ou po 1, 
2 


Quando, porém, se queira que o código seja pri- 
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mitivo deve atender-se a que nk e nk/1 não 
podem violar a relação 


20, + Ny SG 24 


e, mais geralmente, 
2N-In, + 2N-2n, +... +2n,. + ny<S 2 


ou 


A condição que assim se obtém revela-se não 
só necessária como suficiente para que um 
código seja separável (e não só primitivo) facto 
cujo enunciado constitui o teorema fundamental dos 
códigos, cujo enunciado corrente é: a condição 
necessária e suficiente para que exista um código 
separável de base b de fórmula (n,,...,ny) é 
que se verifique a condição de Szilard-Kraft 


nk 
fereeo 1 
da Te S 

Antes de passarmos à sua demonstração ex- 
ploremos algumas questões relacionadas com o 
facto. 


Exercício 1.1: O número de palavras de com- 
primento não superior a N num código de 


ES A 
base b é É ig 1 
b-1 


Problema 1.1: Construir um código binário primi- 
tivo de TO palavras de comprimentos o mais pequenos 
possível, isto é, nunca incluindo no código uma palavra 
quando ainda seja possível incluir uma mais pequena. 


O comprimento máximo N está por determi- 
nar. Iremos construir o código progressivamente 
obtendo o N no fim da construção. A existência 
de solução decorre do seguinte 


Teorema 1.1: Há sempre um código primitivo de v 
palavras; há sempre um código primitivo de base b e 
v palavras. 


Tomando b==v tem-se um código primitivo 
de v palavras de comprimento 1; para b >», 
vários. Sendo N tal que 2N > v tem-se códigos 
binários primitivos de v palavras de compri- 
mento N. 
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Tomemos para palavra do código ou0 ou 1, mas 


n 

não os dois, porque teríamos a =1en,=0 
24 

para k > 1: o código só teria 2 palavras. 

Seja O a primeira palavra do código. Analoga- 

mente se pode tomar 10 ou 11 para segunda 

palavra, mas não as duas, visto que de 


1 Nk 
— + >; ss A UÊ 
2 2 2: 


vem 


e de n,=2 viria n«=0 para k>2: o código 
só teria 3 palavras. Seja 10 a segunda palavra 
do código. A terceira virá a ser 110, e assim 
sucessivamente até à nona, 111111110. A dé- 
cima, e última palavra, já pode ser 111111111. 


Tem-se pois o código. 


0 111110 

10 1111110 
110 11111110 
1110 111111110 
11110 111111111 


Este é um exemplo de uma categoria de códi- 
gos que chamaremos progressivos ou saturados 
onde se vão construindo sucessivamente as pala- 
vras de comprimentos crescentes incluindo em 
cada comprimento k o número máximo de pala- 
vras possível:b— 1 para k<'Nebparak=N. 
Facilmente se demonstra o seguinte 


Teorema 1.2: O múmero máximo de palavras de 
um código progressivo de não mais de N letras, o nú- 
mero de letras que lhe corresponde e o comprimento mé- 
dio do código são respectivamente, 


v=(b-1)N+1 


= (1) ENED 4 


N+1 
L= E. RR a 
2 ec E É 


Neste exemplo, 


N=9 ug=10 
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A questão que agora se levanta é a de se um 
código progressivo completo pode ser aceitável 
do ponto de vista do critério L. Por exemplo, 
não será preferível reter, em vez de uma pala- 
vra de tamanho k as b palavras de tamanho 
k-+1 que prejudica? É o que vamos estudar no 
exemplo. 


Problema 1.2: Inquirir da existência, nu classe dos 
códigos distribuídos, de códigos mais curlos do que o 
código anterior, obtidos «diferindo» a escolha da palavra. 


Notemos, todavia, que passamos aqui a con- 
siderar códigos distribuídos e que a resposta a 
questões desta natureza dependerá da distribui- 
ção da probabilidade no código. 

O problema só tem, pois, sentido quando se 
fizer uma distribuição de probabilidade pelo có- 
digo não distribuído que considerâmos. Pensa-se 
muitas vezes um código não distribuído como 
um código uniformemente distribuído; nestes 
domínios, porém, esta prática tem de ser consi- 
derada uma hipótese de cálculo, a hipótese de 
Bayes, cuja passagem a hipótese física envolve 
como se sabe muitas dificuldades. 

Comparemos pois os comprimentos médios 
dos dois códigos da mesma distribuição, onde se 
substituiu a palavra duma letra do primeiro pe- 
las palavras de duas letras que prejudica e se 
eliminou a sua última palavra. 


C E 
P: 0 00 
Ps 10 01 
Ps 110 10 
P: 1110 110 
P; 11110 1110 
Pe 111110 11110 
P; 1111110 111110 
Ps 11111110 1111110 
Ps 111111110 11111110 


Pio 111111111 11111111 


Tem-se 


L=p, + 2p, + 3p; +... + 9p + 9Py 
L =2p, + 2Ps -+- 2P; + 3P, + ese 8P, sp 8Pijo 
eL<Lsep,>p,+ -.. + pyo- Satisfeita esta 


condição, não é conveniente a substituição da 
primeira palavra; se, pelo contrário, 


PP -+- Pio 


122 


então a substituição encurta o código de (p, + 
+ --- Pio) — Pa - 

Observe se que, agora, o número de letras das 
palavras mais compridas é N'—N—1. 

Vejamos quando não substituir a segunda pa- 
lavra 10. Seja 


C Cc” 
Pi 0 0 

Ps 10 100 
P; 110 101 
P, 1110 110 
P; 11110 1110 
Pp; 111110 11110 


Tem-se 
Lº=py + 3p; +3p; +3p, +4p; +... + Spy 


eL>L'sep,> p, +... tp; Estes resul- 
tados são generalizáveis e pode-se demonstrar o 
seguinte : 


Teorema 1.3: Um código binário ordenado e pro- 
gressivo, em que N é o maior comprimento das palavras, 
é óptimo pelo critério L se, para todosos i, p; > Pjy2 + 
+... +pysa Em particular, os códigos progressi- 
vos ordenados de distribuição 


b) e qo E ES =! 
(2k 2N 2" 2 


são óptimos-L. 


A demonstração da última parte decorre da 
identidade 


1 1 
1+t—-+t.ect-=1- 
2 2 2 
mediante a qual a condição toma a forma 
1 1 


iti O 2º 


Um código binário diz-se terminalmente pro- 


gressivo quando 
n,=1 se ko <k<N 


NE = 2 se 


e é evidente que um código terminalmente pro- 
gressivo é encurtável pela substituição da pala- 
vra de comprimento ko se 


P (x) > P (x, + 2)... + Plax) 
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Em particular, um código progressivo encurtado 
é, em geral, um código terminalmente progres- 
sivo podendo ser novamente encurtado. Reconhe- 
cer-se-á aqui uma formalização do que vimos no 
exemplo. 

Para simplificar o estudo dos códigos progres- 
sivos encurtáveis pode ser conveniente a consi- 
deração de códigos progressivos modificados que 
nunca usam uma das palavras de tamanho N e 
têm então, no máximo, (b-1) palavras de cada 
tamanho, de 1 a N. O número máximo de pala- 
vras deste código é »' = (b-1)N e o número 


máximo de letras, 4 ==(b-1) EA A - O com- 
primento médio do código completo, L' = a, 


é independente da base. 

Prevê-se pois que, em oposição às distribuições 
fortemente decrescentes, em que a codificação 
progressiva seja óptima, a distribuição uniforme 
seja inadequada a esta codificação. O resultado 


, N+1 o 
L' = sugere que os códigos regulares 


sejam preferíveis. 


Problema 1.3: Obter o menor alfabeto em que 
existe um código primitivo de jórmula (1,3,1,4) e cons- 
truí-lo, 


Seja b a base, a descobrir, do código que se 
procura. Se b=-2 dispomos de 2 palavras de 
comprimento 1; usada uma, resta outra, que ori- 
gina 2 palavras de comprimento 2, o que é insu- 
ficiente. Se b= 3 temos, livres, 2 palavras de 
tamanho 1, para formar 2 >< 3 = 6 palavras de ta- 
manho 2, de que se usam 3. Vamos ter 3><3 = 9 
palavras de tamanho 3 e 8 x 3 = 24 palavras de 
tamanho 4, de que se não usam 20. Procedendo 
ordenadamente, forma-se o seguinte código: 


O 2010 
10 2011 
JA 2012 
12 2020 
200 


A desigualdade de Szilard-Kraft, que no fundo 
mecaniza o processo anterior, 


4 


po SO 


1 3 1 
Ore” 
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não é cómoda de resolver de uma maneira di- 
recta. Se atendermos ao processo podemos, to- 
davia, dar-lhe a forma 


Fx (b) >0 


onde Fx é o polinómio, de grau N, cujos coefi- 
cientes são 1, —- 1,—3,—1, — 4, O cálculo de Fx 
pelo algoritmo das conchas conduz a 


(((b-)b-3)-1)b—4s 50 


É evidente, todavia, que se melhora a condi- 
ção quando se exprime no seguinte 


Teorema 1.4: Para que a fórmula (n,,..., NN) 
corresponda a um código primitivo de base b é necessá- 
rio e suficiente que nenhum dos números 


b—n, 
(b—n,) b—n, 
((b—n,)b—n,) b—n, 


seja negativo. Assim, só o último pode ser nulo; os an- 
teriores são significativos. 


Podemos dizer, também, 


Teorema 1.5: A menor base em que se pode cons- 
truir um código primitivo de fórmula (m,....,nyjéo 


menor número natural que torna positivos os polinómios 


E=(L-—n,,...,— ni) Eee Essas 


com a possível excepção do último, que pode ser nulo. 


Este é, num enunciado novo, o teorema fun- 
damental dos códigos para o caso dos códigos 
primitivos. 


2. CÓDIGOS SEPARÁVEIS NÃO PRIMITIVOS 


A separabilidade do código primitivo reside, 
essencialmente, em que na leitura das mensa- 
gens se reconhecem as sucessões de letras que 
formam palavras logo que se completam, não 
exigindo memória; por isso estes códigos se 
chamam também instantâneos. As palavras ficam 
imediatamente separadas; nenhuma palavra é 
raíz de outra; não há sufixos nem prefixos; tudo 
são palavras primitivas (ou simples). 

Num código não primitivo duas coisas podem 
acontecer: ou a sucessão completa uma das pa- 
lavras sem derivadas, que também fica logo sepa- 
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rada; ou a sucessão que completa a palavra pode 
também ser um prefixo, e há dúvida. Neste caso 
a letra seguinte pode decidir ou não: se com 
mais essa letra fica formada uma palavra que 
não dá derivadas, ela é separada; se, pelo con- 
trário, ainda se tem uma palavra com derivadas 
podemos ter só um prefixo, e a leitura tem de 
continuar, ficando a separação suspensa. Tal 
acontece com mensagens no código (0: 000001) 
onde, por exemplo, a mensagem 0000001 só é 
separada, em O e 000001, com a aparição da 
unidade. Assim, numa mensagem em código 
não primitivo, a separação das palavras faz-se 
retroactivamente e por passos: a aparição de 
certa letra adverte-nos que a sucessão de letras 
para trás se pode separar do seguimento, podendo 
ser capaz de nova separação. Uma análise sub- 
sequente divide a sucessão nas palavras que a 
constituem, e essa divisão poderá fazer-se de 
uma só maneira ou de várias; no primeiro caso 
o código diz-se separável. Quando uma ou mais 
letras acrescentadas a uma palavra simples formam 
uma palavra sem derivadas, a separação da palavra 
inteira é única se o sufixo não constituir por si uma 
palavra. A separação poderá ser feita de duas 
maneiras se o sufixo é também uma palavra do 
código ; assim, no código 


O 
1 
2 
01 


a separação de 012 faz-se com a aparição do 2 
mas não é única. 

Estas observações conduzem a chamar impró- 
pria uma palavra que se possa decompor em 
duas e, visto que a mensagem constituída por 
uma palavra imprópria é ambígua, a reconhecer 
o seguinte: 


Teorema 2.1: Qualquer código que lenha palavras 
impróprias não é separável, 


Este enunciado banal é caso muito particular 
de outro, devido a Sardinas e Patterson, que 
iremos obter partindo daqui. O primeiro passo 
será verificar se o teorema é reciprocável e, se 
não, esclarecer porquê. 

Suponhamos que o código € não tem palavras 
impróprias, isto é, que nenhum dos sufixos nas 
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palavras derivadas é por si só uma palavra. Pode 
acontecer, porém, que o sufixo s da palavra rs 
seja decomponível em duas palavras de C, r,es,, 
Neste caso as mensagens rs e rr,S, correspon- 
dem à mesma sucessão de letras e o código é 
ambíguo. Seja o exemplo a seguir, onde se repre- 
senta por S o conjunto dos sufixos de €, 


C:o 


Como se vê, nenhum sufixo é palavra mas o 
sufixo 10 é decomponível em palavras o que 
torna ambígua a mensagem 010. 

Esta maneira de pensar é continuável. Obtida 
a primeira lista de sufixos, pode cada um deles 
dividir-se numa raíz e num sufixo; se algum dos 
sufixos de segunda ordem é palavra, o código é 
ambíguo; se nenhum deles é, transfere-se para 
o seu conjunto S” a questão que se tinha para 
S. É esta marcha que mostra que o código 
(0:1:000001) não é separável; seguindo-a para 
o código (0:000001), que sabemos ser separá- 
vel, ela mostra que os sufixos das diversas ordens 
se não dividem em palavras. 

Um exemplo simples mostra, todavia, que não 
é suficiente, para ser o código separável, que to- 
dos os sufixos das diversas ordens sejam pró- 
prios. Seja o código C, que representamos a se- 
guir com os conjuntos dos sufixos das diversas 
ordens, 


A 5 s 
O 

01 1 

001 01 1 


A condição verifica-se e, todavia, a mensagem 
001 pode ler-se das duas maneiras O — 01 e 001. 

É esta oportunidade de observar que toda a 
discussão anterior se poderia ter feito em termos 
de palavras simples e palavras compostas por 
prefixação, em vez de em termos de palavras 
primitivas e palavras derivadas por sufixação. 
Assim, ao critério anterior virá juntar-se que, 
para um código ser separável, devem também os 
prefixos das diversas ordens ser próprios, isto é, 
não se decomporem as palavras. O quadro adi- 
cional para o código anterior é (leia-se ao con- 


trário). 
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P C 
0 

01 

0 001 


Logo em P se encontra o prefixo que é por si 
uma palavra e se obtém a mensagem ambígua 001. 

Será suficiente esta condição de nunca serem 
impróprios os prefixos e sufixos, como é neces- 
sária, para que um código seja separável? Antes 
de procurarmos uma resposta, consideremos um 
exemplo mais complicado. 


Problema 2.1: Procurem-se mensagens ambíguas 
no seguinte código : 


010 010 
0001 1100 
0110 0110 
1100 0001 
00011 00110 
00110 11110 
11110 00011 
101011 101011 


A única palavra com derivada é 0001; o su- 
fixo é 1, a palavra derivada 00011. A única pa- 
lavra em composição é 0110; o prefixo é 0 e a 
palavra composta 00110. A condição está veri- 
ficada: não há prefixo ou sufixo que seja por si 
palavra, ou decomponível em palavras; se o con- 
trário acontecesse o código seria imediatamente 
ambíguo. Exploremos a possibilidade de cons- 
trução de uma palavra ambígua. 

É evidente que uma mensagem ambígua que 
comece por uma palavra sem derivadas dá, por 
supressão dessa palavra, uma mensagem mais 
curta com uma ambiguidade do mesmo motivo. 
Por uma razão paralela, na parte final duma 
mensagem ambígua podem suprimir-se sucessiva- 
mente as palavras que não originem compostas 
por prefixação. Pode, pois, concluir-se que, se 
houver alguma mensagem ambígua neste código, 
ela deverá começar por 00011 e acabar por 00110. 
Também, se a ambiguidade não explorasse as 
decomposições destas palavras, elas poderiam 
ser suprimidas deixando a mensagem ambígua. 
Somos assim levados a saber que mensagem 
ambígua, que possa existir, começa e acaba na- 
quelas palavras vindo a ambiguidade das suas 
decomposições. Podemos pois imaginar a men- 
sagem ambígua com a representação seguinte: 


00011xxx ... xxx00110 (1) 
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correspondendo as duas leituras às diversas se- 
parações da primeira palavra 


00011 (2') 
00011 (2) 


A continuação é determinada pela separação 
do sufixo em (2'). A palavra a juntar deverá 
começar por esse sufixo. Daí em princípio três 
continuações 


00011'/100 (3') 
00011100 (3) 
00011'1110 (4') 
000111110 (4'') 
00011'/01011 (5) 
000 1/1 01011 (5"") 


Análogamente aqui, estando separados nas 
primeiras leituras segmentos sobre os quais não 
incidiu a atenção, é por esses segmentos que 
devemos continuar. Se algum for uma palavra, 
está construída a mensagem ambígua. Não sendo 
assim, se algum deles for prefixo de uma pala- 
vra, ou for uma palavra seguida dum prefixo, 
completar-se-á a palavra a que o prefixo cor- 
responde como única maneira de continuar. As 
combinações (3) e (4) ficam eliminadas porque 
nem 100 nem 1110 são palavra ou palavra se- 
guida de prefixo pelo que não constroem a 
mensagem ambígua nem permitem continuação. 

Subsiste a combinação (5); 01011 não é pala- 
vra e a mensagem ambígua não fica construída 
mas a continuação é possível pela decomposição 
que se indica 


(6") 
(6º) 


00011'010'1% 
000 1't 070 1:14 


Do mesmo modo, a separação do sufixo em 
(6) dá pois duas continuações possíveis 


00011010'/1100 (7") 


0001'101011'00 (7) 
0001%%010'114%10 (8) 
6001'1 01034H1410 (8) 


Anâlogamente, de (7) vêm três continuações 
e de (87) mais uma 
(9”) 
(9º) 


0001 10101100'01 
0001101011'/0001 


0001 1'010*11200"0 24 +10) 
0001'1016011'00/013 0") 
00011/010'11 00'110 (17) 
0001'1 01011'00110 (11º) 
0002 7'0ZP'1%110%0 (12') 
00011010111100 (12) 


Agora, (9) dá duas continuações uma com O 
e outra com 10; (10'), também uma com O e 
outra com 10; (11), uma com O; e (12'), uma 
com 10, outra com 001, outra com 110, outra 


com 0011 e outra com 0110. 

Voltando ac que se disse acima, qualquer 
mensagem ambígua que exista termina com a 
palavra 00110, chamada pelo prefixo 0. Teremos 
pois chegado ao fim logo que se prepare um O 
terminal, o que exactamente aconteceu em (12). 
Entre as várias continuações de (12), lá está a 
que termina a frase ambígua que é então nas 
duas leituras a seguinte 


00011'01011110'00110 (13 
0007101011'11000170 (13) 


Fica pois provado que o código proposto não é 
separável, pela construção duma frase ambígua. 

Observe-se que a aparição do O terminal faz 
a prova da ambiguidade do código. Por outro 
lado, a mesma sílaba terminal pode aparecer de 
várias maneiras, multiplicando eventualmente as 
mensagens ambíguas, sem nenhuma vantagem 
quando só se pretenda provar a ambiguidade 
do código. Sugere-se pois, que se extraia do pro- 
cedimento acima um procedimento mais breve 
para o efeito de demonstrar a ambiguidade sem 
a construir. 

Facilmente se reconhece que a listagem em 
cada passo dos segmentos terminais que possibi- 
litam a continuação chegaria no caso acima para 
obter a conclusão. Os sucessivos conjuntos desses 
segmentos terminais são 


4 9, 9; ep 9; 96 
1 100 11 00 01 O 
1110 110 011 10 
01011 110 001 
O 110 
0011 
0110 
126 


O grupo S é prescindível do nosso ponto de 
vista mas intervém no critério de separabilidade 
de Sardinas e Patterson, tal como enunciado em 
Ash (1965). 


Teorema 2.2: Forme-se a sucessão de conjuntos 
So 54» 99, --- da maneira seguinte. Seja 59 0 conjunto 
das palavras do código. Para formar S,, aproximem-se 
todos os pares de palavras de S,. Se a palavra Wi é 
prefixo de outra palavra Wi, isto é, se Wi =WiA, 
coloca-se A em S,. Para formar Sn, para n>1, 
compare-se Sy com Sn-4. Se a palavra W é prefixo de 
uma sequência A == WB em Sa-1,0 sufixo B é colo- 
cado em Sn. Se a sequência A de Su é prefixo da 
palaora W' = A'B', o sufixo B' é posto em Sa. 

O código So é unicamente separável sss nenhum dos 
seguintes conjuntos Sn (n > 1) tem uma palavra do 
código. 


(Fim do problema) 


Um pouco de reflexão mostra que este enun- 
ciado cobre o procedimento que seguimos, em- 
bora pouco sugestivamente. O seu maior defeito 
está, todavia, em que não inclui a afirmação de 
que o procedimento é finito, indispensável visto 
que a sucessão Sn pode ser infinita em conjuntos 
não vazios como se verá na discussão seguinte. 
Procuremos assentar num procedimento econó- 
mico baseado na experiência anterior. 


Problema 2.2: Investigar a possível ambiguidade 
do código 
123 
1234 


5124 


Visto que última palavra de mensagem am- 
bígua tem de ser composta por um prefixo (que 
será separado numa das leituras) procuremos 
palavras com prefixos e separemos os seus pre- 
fixos. Para isso, ordenemos o código pelas letras 
de fim a princípio. 


421 5124 
3512 1234 
3513 5 

123 2135 
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